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NUMEROS REALES

INTRODUCCION

Cualquier cdlculo que deseamos hacer depende de las propiedades del sistema de los nimeros

reales.
Los numeros reales pueden ser representados geométricamente como puntos sobre una recta.

Se acostumbra comenzar eligiendo dos: un punto que corresponda al 0 y otro que corresponda
al nimero 1.
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Usaremos el simbolo R para denotar indistintamente del sistema de los nimeros reales o la
recta real.

Las propiedades de los nimeros reales pueden dividirse en: Las propiedades algebraicas, la de
ordenamiento y la de completitud.

Las propiedades algebraicas son aquellas con las que estamos mas familiarizados. Estas
propiedades nos aseguran que los numeros reales pueden sumarse, multiplicarse y dividirse, y
de esa manera producir nuevos numeros reales.

La propiedad de ordenamiento se refiere al orden en que aparecen los nimeros reales en la
recta real. Si x aparece a la izquierda de y decimos que x es menor que y (x<y) o qué y es
mayor que x ( y > x).

La propiedad de completitud es mas dificil de entender pero nos dice que no puede haber
“agujeros” en la recta real, o sea que a cada punto le corresponde un nimero real.

Distinguiremos los siguientes subconjuntos de nimeros reales:

- El conjunto de los nimeros naturales, que es el conjunto formado por los
nameros: 1, 2, 3,... Lo denotaremos N = {1, 2, 3,...}.

- El conjunto de nimeros enteros Z = {...,-2,-1,0,1, 2, 3,...}.

- El conjunto de nimeros racionales, que es el conjunto formado por los cocientes
de nimeros enteros con denominador no nulo. En simbolos:

Q={plg,tal que py q pertenecenaZy q+0}
- El conjunto de nimeros irracionales () que es el conjunto de todos los nimeros

reales que no son racionales, como por ejemplo: V2, 7, e, ...
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Decimos entonces, que 1 pertenece a N o, en forma abreviada, 1 € N. Observe que N esta
incluido en Z, o sea que todo elemento que pertenece a N también pertenece Z. La inclusién la
denotaremos C y diremos que N es un subconjunto de Z o, en forma abreviada N c Z.

Los conjuntos de los niumeros arriba mencionados satisfacen que:

NcZcQcR e ficR.

EJERCICIOS

1. Ubique los siguientes nimeros sobre la recta real.
a) -1,5

b) 3

¢ 21

d) V2

e) —-2/5

f) n

2. ¢Cudl de los niumeros es mayor?
a) ed3

b) V1564
¢ 620641

NUMEROS ENTEROS: OPERACIONES ELEMENTALES

En muchas situaciones practicas nos hemos visto en la necesidad de introducir nimeros

negativos, por ejemplo:

- Latemperatura es de 102C bajo cero o la temperatura es de -102C
- La cantidad de poblacién disminuyo en 150 personas, o el cambio en la poblacién fue de
-150 personas.

Asociamos los numeros negativos con el concepto de disminucién. Entonces, a un nimero
natural a le asociamos un nimero negativo, su opuesto, -a definido de manera que

a+(-a)=0

Esta definicion de opuesto se extiende a Z, es decir que esta definicion es valida para los
numeros a tanto positivos como negativos y el cero.
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EJEMPLOS

1) Elopuestode2es-2
2) Elopuestode-5es5,0sea-(-5)=5
3) ElopuestodeOes0,o0sea-0=0.

Al hacer esto podemos redefinir la resta de dos nimeros naturales como la suma de dos
enteros.

EJEMPLOS
Calcule

1. 23+(-12) 2.-35+(-12)
Solucion. Sumar -12 es lo mismo que restar su opuesto, o sea 12.

1) 23+(-12)=23-12=11
2) -35+(-12)=-35-12 = -47

Podemos definir en general la resta de dos nimeros enteros como una suma.

EJEMPLOS
Calcule

1) 9-(-15) 2) -35—(-15) 3) -1256 — (-47)
Solucidn:

1) Restar -15 es lo mismo que sumar su opuesto, o sea 15. Resulta entonces
9-(-15)=9+15=24

2) -35—(-15)=-35+15=-20

3) Observe en el ejercicio 2 que -20 = -(35 — 15) por lo tanto -35 + 15 = - (35 — 15).
Teniendo esto en cuenta podemos resolver el ejercicio 3
1256 — (-47) = -1256 + 47 = -(1256 — 47) = -1209
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Extenderemos el concepto de multiplicacién de nimeros naturales a la multiplicacion de
nimeros enteros.

Sabemos que significa 2 x 3:
2x3=2+2+2=3+3=3x2
Por lo tanto:
(-2)x3=-2-2-2=-6=-(2x3)

Ahora si al trabajar con enteros queremos conservar la propiedad conmutativa de la
multiplicacién de los nimeros naturales debe cumplirse que:

2x(-3)=(-3)x2=-3-3=-6
Resumiendo, (-2) x3=2x(-3) =-(2 x 3) = -6, 0 equivalentemente
-2x3=-3x2=-6

Nos queda solamente definir la multiplicacidn por el numero 0y la multiplicacién de dos
nimeros negativos.

Para conservar la propiedad distributiva de los nimeros naturales tendremos que definir
2x0=0vy(-3)x(-2) =6, ya que:
2x0=2x(3+(-3))=2x3-2x3=0
Y
-6=-3x2=-3x(4-2)=-3x(4+(-2))=-12+(-3) x(-2),

O sea que, para que el primer miembro de esta expresidn sea igual al ultimo, debe cumplirse
que:

(-3)x(-2)=6

EJEMPLOS

1) Enlas siguientes expresiones, efectle las operaciones indicadas.
a) (-3)x6 b)3x(-6) c) (—3) X (—6)

Solucion:

a) (-3)x6=-(3x6)= —18
b) 3x(—6)=—(3x6)=—18
c) (-3)x(—-6)=3x6=18
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2) Calcule el valor de la siguiente expresion cuando x=-4 e y = 5:

3(y+2)—3x+4y

Solucion. Cuando x=-4 e y = -5, tenemos que:
30y +2)—-3x+4y =
3Xx(5+2)—3%x(—4)+4%x5=3%x7—12+20=21+12+20=253

3) Calcule las siguientes potencias

a) (-2)* b)-(-2)° o -2*
Solucion.

a) (=2)°*=(-2)x(-2)x(-2)=-8
b) -(=2)°=-(-8)=8
c) —2*=-(2x%x2x%x2x2)=-16

4) Calcule:

{5-3[2—(b—1)]}[3—-2(2—5)], donde b es un nimero cualquiera.
Solucién:

=[5-32=-b+D]3-2(-3)]=[5-3B-0b)](3+6) =
=9(5—9+3b) = 9(—4 + 3b) = =36 + 27b

Resumimos en el siguiente cuadro las propiedades algebraicas de los nimeros enteros (estas
propiedades también son validad para los nimeros reales).
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Propiedades de la suma y el producto

e Propiedad conmutativa:
a+b=b+a
ab = ba
e Propiedad asociativa:
a+b+c)=((@+b)+c
a(bc) = (ab)c
e Propiedad distributiva:
a(b+c)=ab+ac
e Regla de los signos:
(—a)b = a(—-b) = —(ab)
(—a)(=b) = ab

Nota: En el cuadro a y b denotan dos numeros arbitrarios, para indicar su multiplicacion se

(4

emplea indistintamente la notacién “ab”, “a

.b” 0 “a x b”. En general se usa la primera forma

cuando se trabaja con letras y la tercera cuando se usan nimeros; la segunda expresién debe

o n

evitarse al trabajar con nimeros, cuando el simbolo “.

decimal.
EJERCICIOS
1) Determine
a)(=3)x (=7) b) -3 —(-7) c)3x(=7)
d3-3B-4) e) (=2)° = (=2)*-(-1)* f)—=(=3)°-4?

2) Calcule el valor de la siguiente expresién cuando x=2, y=-3y z=-4.

a)6(y +x)—2x+ 3z
b)2x —3y —5(z—1y)
c) 3xy + 5xz — 9yz

3) Siaycsonnumeros arbitrarios, calcule
a)3(5—-9)+11
b) 2[-5(4 — 1) + 3]
c)3{4-2[3—-4(-2+4)]}
d{5-32-(a-D}H3-[2-a2-D]}
e)6(5 —4{3—-5[2+3(1+a)]})
fla—[—-c(2-1)—-1]
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4) La variacion de la temperatura (AT) se define como la diferencia entre la temperatura
final alcanzada menos la temperatura inicial a la que se hace referencia, es decir AT = Tf
—Ti. Calcule la variacién de la temperatura si:

a) La temperatura inicial es 212Cy la temperatura final es 322C
b) La temperatura inicial es 212Cy la temperatura final es 132C
c) La temperatura inicial es -32C y la temperatura final es -292C
d) La temperatura inicial es -152C y la temperatura final es 92C
e) La temperatura inicial es 102C vy la temperatura final es -202C

FACTORES PRIMOS

Sabemos que no siempre es posible dividir un nimero natural a por otro b, distinto de 1 y de a,
de manera que el resto de la divisién nos dé cero. Esto ocurre solamente cuando el dividendo a
es un multiplo del divisor b. En otras palabras:

Definiciéon: Un numero natural b es divisible por otro numero natural a si existe otro
numero natural m tal que

B=ma

Decimos entonces que m y a son factores de b, o que m y a dividen a b.

Recordemos ahora los criterios de divisibilidad mas usados:

Criterios de divisibilidad

- Un numero natural es divisible por 2 si su ultima cifra lo es.
- Un numero natural es divisible por 3 si la suma de sus cifras es un multiplo de 3.
- Un numero natural es divisible por 5 si su ultima cifraes 5 6 0.

EJEMPLO

Sean los numeros 33y 21. Ambos son divisibles por 3 ya que la suma de sus cifrases 6y 3
respectivamente. Se puede escribir:

33=3x11 y 21 =3x7

Vemos que 3y 11 son factores de 33, y que 3y 7 son factores de 21.
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Los factores obtenidos en el ejemplo anterior no pueden ser, a su vez, expresados como
productos de niumeros naturales mas chicos. Decimos entonces que son factores primos. La
palabra “primo” quiere decir primero, mas simple, basico.

Definicidon: Un nimero primo es un nimero natural que solamente puede ser
dividido por la unidad y si mismo.

Tomemos por ejemplo los diez digitos: 1,2 y 3 son primos. 4 no es primo, porque es divisible
por 2 ademas de ser divisible por 1 y si mismo. Los nimeros 5 y 7 también son primos. No lo
son el 6 (divisible por 2 y 3), el 8 (divisible por 2 y 4), el 9(divisible por 3) ni el 10 (divisible por 2
y por 5).

A veces es necesario descomponer un nimero en sus factores primos. A continuacion
ejemplificaremos la forma en que esto se hace:

Sea el nimero 4620. Como su ultima cifra es par, es divisible por 2:
4620 = 2 x 2310

Nuevamente como su ultima cifra es par, el nimero 2310 es divisible por 2, es decir
2310 =2 x 1155. Ahora bien, 1155 es divisible por 3, o sea 1155 = 3 x 385. Por lo tanto,

4620=2x3x 385
El nimero 385 no es divisible por 3 pero si por 5, o sea 385 =5 x 77. Resulta entonces,
4620 = 22 X3 x 5% 77
Finalmente, 77=7x11y 4620 =22 x3x5x 7 x 11

Hemos logrado escribir a 4620 como producto de nimeros primos. Se dice entonces que se ha
descompuesto 4620 en sus factores primos.

EJERCICIOS
Descomponga los siguientes nimeros en sus factores primos:

1) 84
2) 16
3) 57
4) 1150
5) 256
6) 243
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MULTIPLO COMUN

Considere los niumeros 7 y 21. Podemos construir infinidad de multiplos comunes a ambos
numeros, por ejemplo:

147=7x21, 294=2x7x21, 42=2x21=6x7, 21=1x21=3x7.

Todos estos numeros son multiplos comunes de 21 y de 7, pero hay uno solo que es el menor
de todos ellos, en este caso el 21.El menor de todos los multiplos de dos o mas nimeros se lo
[lama minimo comun multiplo y se lo denota mcm.

EJEMPLOS

1. Considere los nimeros 42 y 66. El multiplo de ambos mas facil de encontrar es
42 x 66 = 2772. Sin embargo, existe un multiplo comun considerablemente menor.
Descomponiendo los nimeros dados en factores primos tenemos

42 =2x3x7, 66=2x3x11.

Los numeros dados tienen factores comunes (2 y 3) y factores no comunes (7 en 42y 11
en 66). Si se toman los factores comunes y no comunes obtenemos el nimero
2 x3x7x11=462, el cual es multiplo tanto de 42 como de 66:

462 =42%x11=(2x%x3x7)x11
2. Sean los niumeros 28 y 80. Descomponiéndose en sus factores primos se obtiene
286=4x7=22x7 'y 80=16x5=2*x5

Para formar el mcm es necesario tomar a 2 con su mayor exponente (en caso contrario,
el ultimo resultante no seria multiplo de 80) y los otros factores no comunes:

560 =2*x5x7=(2%2x7)x22x5=7x(2*%x5)

De haber multiplicado 28 por 80 hubiéramos obtenido 2240, que es multiplo de ambos
pero considerablemente mayor (cuatro veces) que 560.
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Podemos enunciar ahora la siguiente regla:

Para obtener el mcm de un conjunto de nimeros se los descompone en sus
factores primos y se multiplican todos los factores, comunes y no comunes,
con su mayor exponente

EJERCICIOS

1) Encuentre el mcm de los siguientes pares de nimeros:
a) 819y 663
b) 3430y 150
c) 2057 y 3179
d) 756y 2520
e) 525y 1260
f) 336y 1890

2) Encuentre el mcm de los siguientes nimeros
a)9,8y20 b)25,47y40 c)72,60y 16

NUMEROS RACIONALES: OPERACIONES ELEMENTALES

Con anterioridad hablamos de la divisibilidad de los nUmeros naturales y escribimos
21=3x7

O equivalentemente

21:3=7 o 21:7=3
El simbolo “:” esta asociado con la divisidon “exacta” (sin resto) de dos nimeros enteros, por
ejemplo:

(-21):3=-7 6 21:(-3)=-7
Ya que

-21=3x(-7)=-3x7

Cuando dos numeros naturales no son multiplos uno del otro comoenelcasode 7y 3, la

operacion 7:3 no esta definida en el sentido que la divisién de estos dos nimeros enteros no es

10
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igual a otro niumero entero. Entonces, nos vemos obligados a introducir los “nimeros
fraccionarios”.

Decimos que:

- laquinta parte de 1 es §

3 1 1,1 1
- 2=3X-==-4+=4=
5 3 5 5+5+5

. 1 1.1 1
- laquintapartede-es-X-=—
7 577 35

7 3 3 . L
- 5= 1+ i 1; Observe que 1 es el cociente de la division entera de 7

con 4y que 3 es el resto.

Introduciremos el inverso de un nimero entero a # 0 como el nimero fraccionario que
multiplicado por a nos dé 1, o sea:

1
ax—=1
a

Extendemos esta definicidn de inverso a Q diciendo que el inverso de un nimero racional es
otro racional tal que la expresién anterior sea cierta.

De esta manera, redefiniremos la divisiéon de dos enteros como la multiplicacién de dos
racionales. Ademas, podemos extender esta idea a la divisidn de dos racionales, definiéndola
como la multiplicacién del primero por el inverso del segundo.

EJEMPLOS

1. Enlas siguientes expresiones, efectle las operaciones indicadas

-4 4 —4
a7 b) 5 05
Solucion:
a2=-2-_2 pit=-I-_2 gZ2=2_»
2 2 -2 2 -2 2
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2. Indique el inverso de los siguientes numeros

2 -7
Solucion:
a) El inverso de Zes? b) El inverso de ZLes 2= -2
5 2 6 -7
3. Calcule
y1_s p)i_1 13x3 gL
a3 73 2 3 9377 7/s
Solucion:
gl_s_16_=5_ s plol_2_2_1
2 2 2 2 2 3 6 6 6
2 14 7/5 37 21
Sabemos que
12 8 4
21 14 7

En palabras, que estos nimeros son equivalentes. Por otra parte 12 y 21 tienen a 3 como
comun divisor, 8 y 14 a 2; mientras que 4 y 7 son primos entre si (ya que el Unico divisor comun
gue poseen es 1). Decimos que la ultima fraccién esta simplificada.

Los criterios de divisibilidad descriptos en la seccidn anterior nos posibilitaria reconocer
divisores comunes de dos 0 mas nimeros naturales y de esta manera simplificar nuestros

calculos con los niUmeros racionales.

EJEMPLOS

1. Realice la siguiente division y déjela expresada como un numero racional p/q donde p y
g sean primos entre si
—32/25
4/5

Solucion:

12
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—32/25_—32)(5_ 32x5  8x4x5 8
4/5 25 "4  25x4 5x5x4 5
Decimos entonces que hemos simplificado la expresion %/525 lo maximo posible.

2. Factorice primero lo maximo posible y luego efectue las operaciones que se indican en
la siguiente expresién
5(44 — 28)
160

Deje expresado el resultado como un numero racional p/q donde p y g sean primos entre si
Solucidn:
5(44—-28) 54 x11—-4x7) 5x4(11-7) 5x4x4 5

1
160 160 4x4x10 4x4x10 10 2

Cuando se suman o restan fracciones de distinto denominador es necesario expresarlas a
todas usando un mismo denominador (denominador comun), que es un multiplo comun de
todos los denominadores.

Para evitar trabajar con nimeros excesivamente grandes se usa el menos de todos los
multiplos comunes, o sea el mcm.

Usaremos el mcm para sumar fracciones

EJEMPLO

Resuelva la siguiente suma de fracciones sacando mcm y simplifique lo maximo posible:
1 3 2 1
273715 20
Solucién:
Primero descomponemos los denominadores en sus factores primos:

1+3+2 1 1 +3+ 2 1
12 4 22 3x5 22x5

15 20 22x3
Tomamos como comun denominador al mcm:

1X54+3x3x5+2x22—1x3
N 22%x3x%x5

Resolvemos el numerador:

13
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5445+8-3 55
T 22x3x5  22x3x5

Factorizamos el numerador para simplificar lo maximo posible:

o 5x11 11 11
T 22x3x%x5 22x3 12

Resumimos en el siguiente cuadro las propiedades de la suma y el producto de los nimeros

racionales:

Propiedades de la sumay el producto

- Suma (resta) de fracciones de igual denominador:
a ¢ a+c

b 57 b
- Producto (cociente) de fracciones:
a o c_ac
b~ d bd
a/b d _ad

a4 X
c/d b c bc
; a__ac
Sic#0, entonces 5= e
- Suma (resta) de fracciones de distinto denominador:
c ad c¢cb ad+cb

a
b d"paTar-  bd

EJERCICIOS

1) Indique el inverso de los siguiente nimeros

a) ‘?8 b) -9 <) §

2) Calcule:

1 2 1
Azts7s

b)—33+12—-5+2
4 4
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3) Realice las siguientes divisiones y déjelas expresadas como un numero racional p/q

donde p y g sean primos entre si.

22/3
11/27

a)

b) 5(6/7)(7/8)
7/8
5+2(32-22)
c) 5(3+4)
3(49+14)
d) 21
4(35-14)
9(35+49)

e)

(36-24)(21+18)
13(28+32)

f)

4) Encuentre las siguientes sumas de fracciones sacando el mcm y exprese en la forma p/q

donde p y g sean primos entre si.
211 /2 3 5
At (G-3)-3
313 1/1 1
0 =32 -3G-3)]

3 1
A5

—13 1 2
&)+ ——
385 77 35

2 3 7
f)_E+g+5

POTENCIAS Y RAICES
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Si a es un numero real y n es un numero natural entonces decimos que a™ se obtiene
multiplicando n veces el factor a. Por ejemplo:

a®=a.a.a.a.a.a

Decimos entonces que a™ es una potencia que tiene a como base y n como exponente. Ahora

extendemos la definicion a los niumeros enteros definiendo:

0 _ -n _ 1
a’=1 'y an—g paran € N

Reglas para las potencias

Sean n, m € Nentonces:

1) a™a™ = q"tm
2) (a®)™ = g™

3) (ab)™ =a™b™

a\" a”

9 (3) =fb=o
am _

5) —am:an m

Estas reglas pueden facilmente demostrarse a partir de la definicion ya dada. Como ejercicio

demuestre las reglas.

Observe que la definicion de a® = 1 es consistente con que

EJEMPLOS
1) (=2)2=((-1)%x2)? = (-1)2x 22 =4

2) (-2)* = ((~1)x2)* = (-1)* x 2° = -8

) () =%=3

—2_1_1
4) 3 T 32 9

(6x2)°

(4x3)?

5) Simplifique usando las reglas de la potencia.
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63x° 6% 2333 3% 27

(4x3)2 ~ 42(x3)2 =

42x6 42 2¢ 2 2

Atencion:

(atb)*noesigualaa™ + b™
Paraa, b € Ryn €N, arbitrarios. Por ejemplo:

(2+3)3=5% =125 noesiguala 28 +3%=8+27 =135

EJERCICIOS

) (22)°
6) (=2) 2 —52

NOREREE

9 () () +(5)
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@]

d=

10) [(2x2‘2)3(x‘zz)]4

2xz2

RAICES CUADRADAS

Supongamos que queremos saber cual es el lado de un terreno cuadrado cuya area es 1200
metros cuadrados.

O sea que buscamos un nimero positivo x tal que x? = 1200. Comenzaremos probando

302 =900
X se encuentra entre 30y 40

40% = 1600
352 = 1225

X se encuentra entre 34y 35
342 = 1156

El valor mas préoximo que hemos encontrado es entre 34 y 35. Al valor exacto de x lo

llamaremos raiz cuadrada y la denotaremos v1200. Por lo tanto

x? = (¥/1200)? = V1200 x v1200 = 1200

Decimos entonces que dado un numero positivo a,

Va=bsiysolamentesib =0y b =a

- ¢Eslaraiz cuadrada de 25 iguala 5? Si,yaque 5 > 0y 52 = 25

- ¢Eslaraiz cuadrada de 25 igual a -5? No, puesto que a pesar de que (—5)? = 25,—5 es
negativo.

- ¢Cudl es la raiz cuadrada de -9? No existe, ya que no hay ningdn nimero positivo que,
elevado al cuadrado, dé -9.

EJEMPLOS

1)
a) —V/49 = -7
b) (=8)2 = /(-8) x (-8) =64 =8

18
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c) V7 =2,6457

El dltimo ndmero es irracional por lo tanto para obtener una estimacion del mismo usaremos
una aproximacion decimal, por ejemplo con dos decimales

V7 = 2,65
2) Indique cuales son los numeros que satisfacen
a)x* = 0,36 b) x? == c)x2 =11
Solucién:

a)x2 =0,36 =36 x 1072 & (siy solamente si)x = +6 X 1071 = 40,6
b)x=tox=+2
9 3

c)x? =11 x = +/11, (x =~ +3,1167)

3) Calcule en forma exacta:

a)v/20 + 25 b) v 30 — /25
Solucién:

a)Vv20 +v25=v20+5=+25=5

b)vV30 —v25=v30—-5=+25=5

4) Simplifique lo maximo posible y de una respuesta exacta (sin aproximaciones) de la

expresion 15+v12+38
p 5v11-2
Solucion:

15+v12+438 _ 15+2(6+19) _ 15+v2X25 _ 15+V2x52  15+v2V52

5vVii—z 5v9 T 532 5x3 5x3
_1545V2 15452 V2
- 3x5 15 3

Observe que el resultado obtenido es la minima expresién y no se puede seguir
simplificando.
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Atencion:

Siay b son distinto de cero, &+ b no es igual a Ja+ b

Por ejemplo:

Vo+16 =425 =5 noesiguala Vv9+1V16=3+4=7

RAICES CUALESQUIERA

Ya hemos definido la raiz cuadrada de un nimero. En forma similar definimos las raices cubicas,

cuartas, etc.

- Raiz cubica:

fa=b e bi=qa

En palabras, la afirmacién “b es igual a la raiz ctbica de a” equivale a b® = a
- Raiz cuarta:

Dado un nimero positivo a

Yfa=bo=bt=a b=0

En palabras, la afirmacién “b es igual a la raiz cuarta de a” equivale a b* = a

EJEMPLOS
1) V27 =3
2) ¥—27=-3
3) V16 =2
4) Y42 =V42 =2

En forma similar se definen las demas raices. En vez del simbolo de raiz cuadrada se usa
también el exponente fraccionario de 1/2; para la raiz cubica se usa 1/3, etc. Para los

20
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exponentes fraccionarios arbitrarios vales las mismas reglas que para los exponentes enteros,
cuando la base es un numero real positivo.

EJEMPLOS
1) a) (=32)Y5 =-2 b) 641/6 = 2

2) a) ((-27)"3)" = (-3)2=9
b) 4%/* = 41/% = 2
c) (—4)Y/2 no existe pero ((—4)?)/* = 161/* = 41/2 = 2

Observe que en el ultimo ejemplo la base no es positiva y por lo tanto no valen las reglas
de las potencias.

Hasta aqui hemos definido a* cuando x es un nimero racional y a > 0. Sin embargo uno puede
demostar que es posible definir a* cuando a > 0 para todo numero real x de tal manera que
las siguientes reglas sean validas:

Reglas para las potencias con exponentes reales

Seanx,y € Rya = 0, entonces:

a¥a¥ = q*¥ty
(a*)¥ = a*¥

1

2.

3. (ab)* = a¥b*
4

™ .
i
a¥

6. a* = 0 paratodox.

v

EJERCICIOS
1) Calcule:

a) [(-2)?]'/?
b) [(-2)°]'/3
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4\ —3/2
9 (5)
d) (26)—1/2

2) En este ejercicio x = 0,y = 0. Simplifique las siguientes expresiones:

a) y/8x2y?

b) (Va—b)(Va + b)
c) / (—=3x%y*)?

4) [z —oxty

e) V16x2 + 64x8

3) Indique cuales son los numeros que satisfacen:

a)x2 = 0,0049  b)x? = g

4) Simplifique lo mdximo posible y dé una respuesta exacta

a) 4V12 + 3vV18 — V50 — 2V/48
V36—32—v32-16

b) N
|4
3z

5) Calcule y compare los resultados que obtenga en los items (a) y (b) por un lado, y (c) y
(d) por otro.

a) (2 + 3)? c) (10 4+ 90)%/2
b) 2% + 32 d) 10'/% + 90%/2

6) Muestre que son ciertas las siguientes igualdades:

1 Ya+2
a)\/a_z—a_4, a+4
x-9
b) = =Vx+3, x#9
3—-a 1
c) =
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NOTACION CIENTIFICA

Para poder manejarnos con nimeros muy pequefios y muy grandes es mucho mas comodo
usar un numero decimal cuya parte entera sea una sola cifra (distinta de cero), multiplicado por
potencias de 10.

EJEMPLOS
1) Escribe los nUmeros 2451,367 y 0,034581 en notacién cientifica

Solucion:

2451,367 = 2,451367 X 103; 0,034581 = 3,4581 x 1072

36Xx1072x25x10~12 e . -
2) Exprese — en notacion cientifica
30%x1015x10-6

Solucion:
36X1072x25%x10712  62x52x10714 _ _
= =6Xx5%x10723=3,0x 10722
30%x1015x10-6 6X5x10°
EJERCICIOS

1) Exprese los siguientes nimeros en notacion cientifica:

a) 3765,032

b) 0,000005681

c) 235,785 x 1072
d) 0,03486 x 1073
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2) Exprese los siguientes numeros en notacion cientifica sin usar calculadora y luego
controle el resultado usandola

25x1012x5x10732
@ 12,5x1015x2x1014
6x102x5x108
b) 2,5%X102x4x10~11
4x1012x(5x103)
2,5X10°x(2x10710)3

Observe que en algunas calculadoras sélo se escribe el nUmero decimal y el exponente al que
nimero 10 estd elevado, o sea que se sobreentiende que la base es 10.

NUMEROS IRRACIONALES

Definicidn: Todos los nimeros que no se pueden escribir como a/b (con ay b nimeros
enteros, b # 0), se denominan ndmeros irracionales.

Los numeros irracionales mas conocidos son:

V2 =1,41421356...
7 = 3,141592653 ...

Geométricamente se puede representar a v/2 como el valor de la diagonal de un cuadrado de
lado 1 y a m como el cociente entre el perimetro y el diametro de cualquier circulo.

EJERCICIOS

Para la resolucion de los siguientes ejercicios use, para comparar, los valores de \/731 T dados
en el parrafo anterior. También podra hacer uso de la calculadora.

1) En general, si k es un nimero racional positivo, Vk es irracional. Teniendo esto en
cuenta, determine cuales de los siguientes nimeros son irracionales:

a) V40 b) /6,4 ¢) V625 d) V2209

2) Los numeros racionales

7 17 41 99 239
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Son aproximaciones al valor de V2.

a) Eleve al cuadrado cada uno de estos niumeros para ver cuanto se aproximan a 2

b) ¢éCudl es el primer decimal en el desarrollo de 239/169 que no coincide con v2?

c¢) Deduzca el algoritmo de formacién de la sucesién y dé una mejor aproximacién que
239/169

3) ¢Hasta qué cifra decimal las siguientes aproximaciones coinciden con el valor de m?

a) 22/7 b) 355/113

4) Algunos de los siguientes ejercicios estdn mal resueltos. Diga cuales y dé el resultado
correcto.

7X11X13+77 42x48+4+998

a) 26X19-417 N 1507 12
o) () = 1024
O =

A = 15
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ECUACIONES

ECUACION CON UNA INCOGNITA

Una ecuacidn con una incdgnita es una igualdad en la que hay un nimero desconocido (la
incégnita) que se representa por una letra.

Una solucién de la ecuacion es un valor de la incégnita para el que la igualdad es cierta.

Resolver una ecuacion es encontrar su solucién (o soluciones), o llegar a la conclusion que no

tiene.

EJEMPLO
2x+3=5(x—-3)
El numero x=6 es solucidn porque, al sustituirlo en la ecuacidn, verifica la igualdad:

2.6+3=5(6-3)
15=15

El numero x=4 no es solucién porque, al sustituirlo en la ecuacidn, no verifica la igualdad:

24+3=54-3)
11#5

El grado de una ecuacidén es el mayor exponente al que aparece elevada la incognita.
2x + 3 = 5(x — 3) es de grado 1; se suele decir de primer grado.
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4 — x = 3x% + 5 es de grado 2; de segundo grado o, también, cuadrdtica.

(x + 2)(x + 3) = 0 es de segundo grado porque, eliminando paréntesis, resulta:
x> +5x+6=0

Es indistinto el orden en el que estan escritos los sumandos de los miembros y estos se pueden

intercambiar. 2x — 3 = 8 es lo mismo que 8 = 2x — 3.

RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO

. . . . . . L b
La ecuacién mas sencilla posible es la que tiene la forma ax = b, cuya Unica solucion es x = ~

EJEMPLO

12
—3x=12 - x=—F5=-4

Cuando nos enfrentamos a una ecuacién mas complicada hay que empezar por transformarla
en otras mas simples que sean equivalentes.

Recuerda que dos ecuaciones son equivalentes si tienen la misma solucién (o soluciones).

Para obtener ecuaciones equivalentes tendremos presentes que las ecuaciones son igualdades

y, por lo tanto, cumplen la siguiente regla de transformacién:

e Sialos dos miembros de una ecuacion se le suma (o resta) una
misma cantidad, se obtiene una ecuacidn equivalente a la anterior.

e Simultiplicamos (o dividimos) los dos miembros por un mismo
numero distinto de 0, también se obtiene una ecuacién equivalente.

EJEMPLO
Consideremos la ecuacion 7x — 6 = 5x + 3

e Sumamos 6 a ambos miembros:

Ix—6+6=5x+3+6 Como consecuencia el numero 6, que estaba en el
7x =5x +3 + 6 primer miembro con signo -, ha pasado al
7% = 5x 4+ 9 segundo con signo +.
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e Restamos 5x de ambos miembros

7x —5x = 5x +9 4+ 5x El término 5x, que estaba en el segundo miembro
7x —5x =9 con signo +, ha pasado al primero con signo -.
2x =9

Dividimos por 2 ambos miembros, para dejar la x sola en el primero

Z_x — 2 El 2, que estaba en el primer miembro
2 92 multiplicando, ha pasado al segundo dividiendo.
x==—=45
2

Solucién: x = 4,5

Hemos resuelto la ecuacién siguiendo un proceso que se llama despejar la incégnita, el cual
consta de 3 etapas:

1- Agrupar a un miembro todos los términos con x y en otro todos los nimeros, usando
para ello la regla de trasposicidn:

7x—5x=3+6
2- Reducir términos semejantes llegando a una ecuacion del tipo ax = b.
2x =9, siendo 2 el coeficiente de x.

3- Finalmente dividir los dos miembros por el coeficiente de x, para obtener asi la solucidn.

XZE

Comprobacion. Si se han hecho bien las operaciones el valor hallado para x es la solucién. No
obstante lo sustituimos en la ecuacioén inicial para confirmarla.

745-6=5.45+3
25,5=255

Efectivamente, se trata de la solucion.

ECUACIONES SIN SOLUCION

Generalmente, una ecuacién de primer grado tiene una sola solucién y solo una, aunque hay
excepciones.

Por ejemplo, la ecuacién x = x + 5 no tiene ninguna solucidén puesto que no existe ningun
numero que al sumarle 5 nos dé el mismo ndmero.
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Si intentamos resolverla llegaremos a una ecuacion equivalente que no tiene solucién:

x—x=25
Ox =5

EJERCICIOS

1) Resuelve las siguientes ecuaciones y comprueba la solucién en cada caso:
a)33 —4x =—-24—-T7x
b) 4x = 9,6
c) 12,5 =6,3 — 2,4y
dx+12—-13x =15+4x -2

2) Despeja la letra x en cada una de las siguientes igualdades:

agmx+n=p
b)ax+b=cx+d

ECUACIONES CON PARENTESIS Y DENOMINADORES

ECUACIONES CON PARENTESIS

Se comienza por eliminar los paréntesis, aplicando la propiedad distributiva. Por ejemplo:
x+9(x—2)=2-3(1-2x)
XxX+9x—-18=2 -3 + 6x
10x — 18 = —1 + 6x

4x = 17
—17—425
x=,=4

ECUACIONES CON DENOMINADORES

Para suprimir los denominadores de una ecuacidn, se multiplican los dos miembros por algin
multiplo de todos los denominadores, que de este modo seran cancelados.

Es preferible usar el minimo comdn multiplo, para que los coeficientes se mantengan
pequeios.

EJEMPLO

X
T a

29
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12 .2 12x_127x+122
22X c = 2 .

24x — 2x = 21x + 24

Solucidn:
x =24

ERRORES FRECUENTES

No 3x+8=5
3x to=5 < Hay que multiplicar los dos miembros
4 Si 3x+8=20

No 8—x—5=6
4 — x=5 _ Lo que hay sobre una raya de fraccion es

2 Si 8—(x—5)=6 como si estuviera dentro de un paréntesis

EJERCICIOS

1) Resuelve estas ecuaciones y comprueba las soluciones halladas.
a)2(x—3)+4(x+5)=6
b)2(2x + 1) = 4x

i)5(x+3(x—2))=x—2
j) (x = 3)x = x?

RESOLUCION DE PROBLEMAS MEDIANTE ECUACIONES

Av. Renault 2520 - C.P. 5017 - Cérdoba - Argentina
Tel./Fax (++54 351) 426-8133 - www.itr.edu.ar — terciario@itr.edu.ar /
RENAULT

30



FU N DAC I O N Cursillo de Ingreso Matematica
INSTITUTO DE FORMACION SUPERIOR Profesor: Pablo Solis

CORDOBA - ARGENTINA Revisién: Miryam Ruiz

Un agricultor esta sembrando en su campo. El primer dia siembra el 20% del mismo, el segundo
dia la tercera parte del resto y en ese momento le quedan 12 hectareas sin sembrar. ¢ Cudl es la

superficie total del campo?

Planteo de la ecuacion:

1- La cantidad que quiere hallarse es la incognita. Le asignamos una letra:
- Superficie total: x

2- Utilizandola, escribimos el resto de cantidades que intervienen en el problema:

,  20x x
- Superficie sembrada en el primer dia: — = =
100 5
1 x x X 4x
- Superficie sembrada en el segundo dia: = (x — =) == —— = —
3 57 3 15 15

3- Relacionandolas segun la informacion contenida en el enunciado obtenemos una

ecuacion:
Superficie Superficie Superficie - [
total 12 dia 22 dfa -

x 4x

x -z =12

Resolucion de la ecuacion:

X 4x
15x —15=—-15—=15.12

5 15
15x — 3x — 4x = 180
8x =180
B 180 _
X = T = 22,5

La superficie total es de 22,5 hectareas.

EJERCICIOS

1) En una clase Andrés, Bruno y Carmen se han presentado a las elecciones para
delegados. Bruno ha obtenido la tercera parte de los votos de Andrés, mas 3 votos.
Carmen, la mitad de los votos de Bruno, mas 1 voto. Si en total se han emitido 28 votos,

¢Cuantos votos han conseguido cada uno?
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2) Calcule el valor de x para que el rectangulo y el triangulo equilatero tengan el mismo
perimetro. Calcule el area del rectangulo.

ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

Con 22 metros de tela metalica se quiere armar un corral para conejos de forma rectangular y
de 60 metros cuadrados de area, utilizando una pared ya construida. ¢ Cuanto deben medir los
lados?

Longitud de un lado: x
Longitud de otro lado: 22 — 2x
Area del corral: x(22 — 2x)
Ecuacion: x(22 — 2x) = 60

Se quitan paréntesis y se agrupan términos
—2x% +22x—60=0

Hemos llegado a una ecuacién de segundo grado. Podemos simplificarla cambiando de signo y
dividiendo por 2:

x> —11x+30=0
Soluciones de la ecuacion:
Esta ecuacion tiene 2 soluciones distintas:

X1=6,pues 62 —11.6+30=0
X;=5,pues52—11.5+30=0

Soluciones del problema:

Cada una de las soluciones de la ecuacién permite construir un corral distinto. En cada caso se
utilizan 22 metros de tela metdlica y el drea es de 60 metros cuadrados.

22 -2x=12m
22 -2x=10m
32
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Cualquier ecuacién de segundo grado una vez simplificada y ordenada, queda en la forma

general:

ax?+bx+c=0, a+0

Indicacidn: Estas ecuaciones pueden tener dos soluciones, una o ninguna.

EJERCICIOS

1) Escribe en forma general las siguientes ecuaciones cuadraticas y comprueba las

soluciones que se dan:

a3x—1Dx+4)=0
b) x? = 3x
c(x+1)2=4
d)x3+6=x(x*+x—1)

Sol: —4y1
Sol:0y3

3 1
Sol: _E y E
Sol: —2y3

ECUACIONES CUADRATICAS INCOMPLETAS. SOLUCIONES

En ax? + bx + ¢ = 0 hade ser a # 0 para que sea de segundo grado. Pero puede ocurrir que

falte alguno de los otros dos términos, en cuyo caso la ecuacion se llama incompleta y es de

facil solucion.

1. Ecuaciones sin termino de primer grado: ax* + ¢ = 0

En este caso se despeja x2 y se extrae la raiz cuadrada, si es posible.

EJEMPLO
1)
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Es sabido que todo nimero positivo tiene dos raices cuadradas opuestas. Asi, la anterior
ecuacion tiene dos soluciones: X; =3y X; =-3.

2) En cambio la ecuacién

2x2+10=0

x?=-5
No tiene ninguna solucidn porque los nimeros negativos carecen de raiz cuadrada, en el campo
de los numeros reales.

2. Ecuaciones sin termino de primer grado: ax? + bx = 0

Se saca x factor comun y queda un producto de dos factores igual a 0, lo que implica que alguno
de los dos factores tiene que ser O:

2x2+7x =0
x(2x+7)=0
Estas ecuaciones tienen siempre dos soluciones.

En este caso son: X; =0y X, =-3,5

EJERCICIOS

1) Resuelve las siguientes ecuaciones:

a)%x2 —gz 0

b) (2x +3)2—12x = 0
c) 3x? = 5x + 9x2
d)y?+15=0

e) 50 = 2x?

f) —8x2 4+ 135x =0

2) Siaun numero se le resta su cuadrado se convierte en su mitad. ¢ De qué numero se
trata?

RESOLUCION DE LA ECUACION COMPLETA ax’ + bx+c =10

Admitimos, sin demostracion que las soluciones de esta ecuacidn se calculan aplicando la
formula:
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—b + Vb2 — 4ac
2a

El doble signo de la raiz las dos soluciones de la ecuacién (cuando existen).

EJEMPLOS

1) Resolvamos la ecuacién 2x2 —7x + 3 = 0,dondea=2,b=-7yc=3.
__ —btVb?-4ac _ —(=7)tV-72-4.23 _ 7+V49-24 _ 7+V25 _ 745
- 2a - 2.2 - 4 T4 4

X

Luego esta ecuacién tiene dos soluciones como se puede comprobar por sustitucion directa:
7+5 7-5 1
Xj=— = 3 X, =— ==
4 4 2

2) 2x*+12x+18=0

Simplificamos previamente dividiendo entre 2: x> + 6x +9 =0,cona=1,b=6yc=09.

x = —b+Vb?—4ac _ —-6+V6%2-4.19  -6+V36-36 _ —610

2a 2.1 2 2

Debido al radicando nulo se obtiene una sola solucién: X = -3.
3) —2x2+3x—-5=0
Multiplicamos por -1 para que el término cuadratico sea positivo:

2x%2—3x+5=0
_—bi\/b2—4ac_3i\/9—4.2.5_3i\/-31
B 2a B 4 - 4

X

Esta ecuacién no tiene ninguna solucién porque los nimeros negativos no tienen raiz cuadrada
en el campo de los numeros reales.

Numero de soluciones. Discriminante

La expresion b% — 4ac se llama discriminante de la ecuacidn, y de su signo depende
el numero de soluciones.

e b? —4ac > 0 dos soluciones debido al doble signo de la raiz.

e b?—4ac = 0 una solucién, porque la raiz es 0.

e b? — 4ac < 0 ninguna solucién porque un numero negativo no tiene raiz
cuadrada en el campo de los nimeros reales.
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Se denominan ecuaciones con raices a aquellas ecuaciones en que la incégnita esta bajo el
signo de la raiz.

Por ejemplo
Vx+4x =3
Vx+2+x=3x-1
Son ecuaciones con raices, mientras que
x2+4=138
2x3 —6x2 +V3 =0
No lo son.

Las ecuaciones con raices cuadradas se resuelven elevando ambos miembros al cuadrado una o
varias veces, segln sea necesario.

Puesto que elevamos al cuadrado ambos miembros las soluciones de la ecuacién resultante
pueden no ser soluciones de la ecuacion original. Entonces, siempre se debe controlar que las
soluciones obtenidas sean soluciones de la ecuacidn original.

EJEMPLO
1) Resuelva3 —x=+vV2x—6
Solucion:

3—x=vV2x—6 (elevamos al cuadrado)

B3-x)2=2x-6 (desarrollamos el cuadado)
9—6x+x?=2x—6 (agrupamos a todos los terminos en el miembro izquierdo)
x?—8x+15=0 (factorizamos)

(x=3)(x-5)=0

Control:

Para x = 3 calculamos el miembro derecho (m.d) y el miembro izquierdo (m.i) de la ecuacidn
original.

mi=3—-3=0
md=v23-6=0

Vemos que resulta m.d = m.i, entonces x = 3 es una solucion.
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Para x =5 tenemos
mi=3—-5=-2
md=v25-6=2

Y vemos que aqui no se cumple la igualdad entonces x = 5 no es solucion.

En resumen, x = 3 es la Unica solucién de la ecuacidon, mientras que tanto x =3 como x =5 son
soluciones de la ecuacion original elevada al cuadrado.

EJERCICIOS

Resuelva las siguientes ecuaciones

1) Vvx—1=+vx—-9

2) 3Wx—1++V3x+1=2

3) 2Vx —VBx +1+5=0

4) vex+1—-+vV2x+1—-2=0

SISTEMAS DE ECUACIONES

¢QUE ES UN SISTEMA DE ECUACIONES?

1. Ecuaciones de primer grado con dos incégnitas
3x+2y=8

La solucidn de esta ecuacidn es cualquier par de numeros que, sustituidos en lugar de xy de 'y
dan lugar a una igualdad, es decir, verifican la ecuacién.

El par de numeros x = 4, y = -2 es una solucidn porque:
344+2.(-2)=12—-4=38

Los numeros x = 2, y = 5 no constituyen solucién porque:
32+25=6+10=16+8

Toda ecuacién de primer grado con dos incdgnitas tiene infinitas soluciones, que se pueden
obtener despejando una de las dos incdgnitas y dando valores arbitrarios a la otra:
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8 — 3x

y:

2

-2

-1

1

2

7

5,5

4

2,5

1

Cada uno de estos pares es una solucién de la ecuacién.

2. Sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas

3x+2y=14
2x+y =28

Una solucion de este sistema sera un par de niumeros que verifique las dos ecuaciones.

Tanto la primera ecuacidon como la segunda tienen, por separado, infinitas soluciones:

14 —3x
y=—7" y=8-2x
2
X|.. |1 |01 |2 |3 X .. |-1]0 |1 |2 |3
Y | .. |85]|7 |55|4 [25].. Y |.. |10 |8 |6 |4 |2

El par de numero x = 2, y = 4 es solucidn del sistema porque satisface a la vez ambas

ecuaciones.

Cualquier sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incégnitas, una vez
simplificado, queda de la siguiente forma:

ax+by=c
dx +by=2¢
EJERCICIOS
1) Dado el siguiente sistema:
x+4y =-1
3x—2y=-3

a) Despeja x en las dos ecuaciones
b) Halla pares de nimeros que cumplan cada ecuacidn y realiza una tabla
c) éCuadl es la solucion del sistema?

2) Simplifica este sistema:
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2(x—3y)=5-3Q2y—-1)
y x+2y

2 4

3) Inventa un sistema que tenga la solucion:

+1

x=6 y=-7

4) Completa este sistema para que admita la solucion x =-4,y = 1.

3x —8y = -
15x +y =

METODO DE SUSTITUCION

Se despeja una incégnita en una de las ecuaciones y se sustituye en la otra

4x — 12 _ 4x — 12
{4x—3y=12 bl V=73 . y=73
= — 4x — 12
6x + 5y 1 6x + 5y =-1 6x +5 S
. . |
Sistema de Ecuaciones Despejamos y en la Sustituimos y e'n, a
primera ecuacion segunda ecuacién

Resolvemos la ecuacion en x:

18x + 20x — 60 = -3

38x =57
_ 57 3
¥ =387 2
Hemos obtenido el valor de x; lo sustituimos ahora en la expresién de y:
4% -12 _¢
y = — = —2
3 3

Por lo tanto, el sistema tiene la Unica solucién: x =3/2,y = -2
Comprobacidn:

Sustituimos la solucidn hallada en las dos ecuaciones del sistema, y verificamos que ambas
satisfacen:

3
4.5—3.(—2)=6+6=12
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3
6.§+5.(—2)=9—10=—1

En este método podemos empezar despejando cualquier incdgnita en cualquiera de las dos
ecuaciones. Conviene despejar la que conduzca a los calculos mas sencillos; por ejemplo, la que
aparezca con coeficiente 1 si es que hay alguna.

METODO DE IGUALACION

Se despeja la misma letra en las dos ecuaciones y se igualan las expresiones resultantes:

3y +12
4x — 3y =12 - sz
—5y—1
6x +5y =—1 - X=—F

Ahora igualamos
3y+12 —5y—1
4 6

Resolvemos la ecuacion resultante, que tiene una sola incognita:

6(3y + 12) = 4(=5y — 1)
18y + 72 = —20y — 4

38y = —76

y=-2
_3.(=2)+12 _6 3
N 4 402

Por lo tanto la solucién es: x =3/2,y = -2.

EJERCICIOS

1) Resuelve por el método de sustitucidn estos sistemas y comprueba las soluciones.
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a) —4x+5y=0

2x—y=6
b) | 3x —6y =12
5x+4y =6

2) Resuelve por igualacion
a) { 2x +3y =4

S5x +6y =7
x—2 +3
3 2

x+y=4

INTERPRETACION GRAFICA

Todo par de nimeros, (x,y), puede considerarse como las coordenadas de un punto del plano.
Las soluciones de una ecuacién de primer grado con dos incodgnitas forman una recta. Por lo
tanto, un sistema de dos ecuaciones da lugar a dos rectas.

EJEMPLO
Vamos a interpretar graficamente el sistema:

2x+y=17
x—2y=—4

Para ello despejamos en cada ecuacidn una incégnita y construimos una tabla con las
soluciones, que luego representamos sobre unos ejes coordenados:

2 ion:y = — x+4
12 ecuacion: y 2x+7 20 ecuacion: y =
X | .|-1]0 |1 ]|2]|3]4]. 2
y | .| 97|53 |1]|-1].. x| .|-1]0]1]2]3]|A4

\ v | . 115 2 |25] 3 |35] 4
Solucién del sistema /

41
Av. Renault 2520 - C.P. 5017 - Cérdoba - Argentina (N

Tel./Fax (++54 351) 426-8133 - www.itr.edu.ar — terciario@itr.edu.ar /
RENAULT



FUNDACION Cursillo de Ingreso Matematica

INSTITUTO DE FORMACION SUPERIOR Profesor: Pablo Solis
CORDOBA - ARGENTINA Revisién: Miryam Ruiz

Cada ecuacion se representa por una recta, y el punto de interseccion de ambas es la solucién
del sistema de ecuaciones.

En este ejemplo hemos representado varias soluciones de cada ecuacidn, pero para dibujar una
recta sanemos que son suficientes dos puntos, es decir, dos soluciones.

SISTEMAS INCOMPATIBLES E INDETERMINADOS

1. Sistemas incompatibles: No tienen ninguna solucion
Consideremos el sistema:
2x+y=2
2x+y=6

Este sistema no tiene ninguna solucion, ya que las dos ecuaciones afirman cosas claramente
contradictorias.

En la representacién grafica, las dos rectas son paralelas y no se cortan. No hay ninguna
solucion comun a ambas ecuaciones.
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2. Sistemas indeterminados: Tienen infinitas soluciones
Consideremos este ejemplo:

2x+y=4

4x+2y =8
Observa que simplificando la segunda ecuacién se obtiene nuevamente la primera ecuacion.
No se trata entonces, de un verdadero sistema, sino de una Unica ecuacion repetida, con

infinitas soluciones representadas por los puntos de la recta. Estos sistemas se llaman
indeterminados.

EJERCICIOS

1) Representa graficamente cada uno de los dos sistemas:

3x—y=5
x+2y=4
x+y=4
x—y=1

a) Determina en cada caso el punto de interseccién de las rectas.
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b) Calcula las soluciones algebraicas y comprueba que coincide con el punto de
interseccion.

2) Anade otra ecuacion de manera que el sistema resulte: a) Indeterminado
b) incompatible

3x—4y =2
3) Consideremos el sistema:

x—3y=-6

2x+2y =28

a) Halla dos soluciones de la primera ecuacién y traza, sobre unos ejes coordenados, su
recta representativa.

b) Repite el punto anterior, para la segunda ecuacion.

c) ¢éEn qué punto se cortan las dos rectas?

d) Comprueba que coinciden la solucién algebraica y la geométrica.

RESOLUCION DE PROBLEMAS

EJEMPLO 1

En una fiesta, una chica adquiere 2 panchos y 3 gaseosas y paga por todo $5,90. Otra chica se
lleva 4 panchos y 2 gaseosas por un total de $8,20. ¢ Cuanto vale cada articulo?

Planteo:

Precio de un pancho: x precio de una gaseosa: y
Primera chica: 2x + 3y = 5,90

Segunda chica: 4x + 2y = 8,20

Solucién: x =$1,60 y=50,90
EJEMPLO 2

Un comerciante mezcla café de Colombia con café de Brasil para obtener una calidad
intermedia.
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Si los mezcla en la proporcién de 2 a 3 (por cada 2 Kg de Colombia se afiaden 3 Kg de Brasil), la

mezcla resulta a 7,80 $S/Kg. Mientras que con la proporcion 2 a 1, el precio de la mezcla es de

7,00 S/Kg.

¢Cual es el precio del kilogramo de cada clase de café?

Planteo:

Precio del café de Colombia: x  Precio del café de Brasil: y

—» 2x+3y=5.780

2 Kg de café de 3 Kg de café de 5 Kg de mezcla, a
Colombia,ax$/kg | T | Brasil, ay $/ke = | 7,80 $/kg
2 Kg de café de + 1 Kg de café de _ | 3Kgdemezcla, a
Colombia, a x S/kg Brasil, ay $/kg ~ | 7,00$/kg

— 2x+1y=3.7

Solucion:

2x + 3y =39
2x+y =121
X=6 Y=9

El precio de cada tipo de café es de 6 $/kg y 9 S/kg respectivamente.
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FUNCIONES

INTRODUCCION

Cuando las células de la corteza cerebral trabajan, generan un voltaje. Midiendo cdmo cambia
el voltaje V con el tiempo se puede descubrir el funcionamiento anormal del cerebro. A este

método se lo llamé EEG (electro-encefalograma)

El cambio del voltaje medido depende del tiempo transcurrido.

e
(e M At

ha E T :
/WA.‘W/ anuv

En general, la manera en que una cantidad cualquiera y (en el ejemplo arriba mencionado el
voltaje V) depende de otra cantidad x (el tiempo t) puede ser presentada de formas muy

diferentes, como se ejemplifica a continuacién.

EJEMPLOS

1) Larelaciéon entre el peso, x medido en gramos, de una carta y el costo de su franqueo, y

en pesos, se extrae de la siguiente tabla:

Peso = x medido en gramos Costo =y medido en $
100 0,60
250 0,85
500 1,25
1000 1,75
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2) Larelacidon entre el tiempo, x horas, y la temperatura del medio ambiente, y C, durante
un dia se puede describir con la siguiente grafica:

ooty

30 4

20 +

©°

104

4 I 4 e 3 3 L Jfk
~3 4 8 12 16 20 '24 'n
=

3) Enuna prueba de frenos de un auto en un camino seco se encuentra que la relacién
entre la distancia de frenado, y en metros, con la velocidad del auto, x km/h, puede
representarse mediante la férmula y = 0,012 x°

En estos tres ejemplos vemos que a cada valor de x le corresponde exactamente un Unico valor
de y (de acuerdo a una tabla, una gréfica o una férmula) definiéndose de esta manera una
dependencia especifica de la variable y con la variable x. decimos entonces en cada caso que “y
es una funcién de x” y que x es la variable independiente e y es la variable dependiente.

CONCEPTO DE FUNCION

Con una valla de 12 m se desea cercar tres de los lados de un jardin rectangular que se
encuentra contra un muro, como se muestra en la figura.

WA ITIGIIIGIGIIIIIIIIIIIIIIIIIII

z xr

12 - 2z
El 4rea de este jardin es de y m?y esta dada por la férmula

y=x (12 — 2x) = 12x — 2x?
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Con ayuda de esta férmula podemos calcular el drea y para cada valor permitido de x.
¢Cudles son los valores permitidos de x?

Sabemos que los lados del rectangulo deben ser positivos, por lo tanto 0 < x < 6 (observe la
figura y entenderd por qué).

Tenemos entonces que
y = 12x — 2x?, 0<x<6

Por ejemplo, si el lado vertical del rectangulo es x = 4m, el drea sera:
y=(12%X4—-2x16) =16 m?

Por lo tanto:

Llamamos funcién a una regla que a cada valor permitido de x le adjudica
exactamente un Unico valor y

e Se denomina dominio al conjunto de valores permitidos de x.
e Se denomina contradominio, codominio o imagen al conjunto de
valores y obtenidos.

EJEMPLO

Decida si las siguientes graficas representan funciones. En caso de hacerlo, indique el
dominio e imagen.

(a) (b) (c)
v 4

=

Solucion

a) La grafica si representa a una funcién ya que a cada valor de x le corresponde un Unico
valor de y.
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Dominio = (-3, 2] Imagen = (-4, 5]

b) No representa una funcién ya que a cada valor de x € (0, 4) le corresponden dos valores
dey.

c) Sirepresenta a una funcién.

Dominio = [-3, 3] Imagen = [-4, 5]

EJERCICIOS

1) Decida si las siguientes tablas representan una funcién de las variables indicadas en
cada caso. Justifique su respuesta.

a)
X120 30 40 50 60
y |11 14 23 20 11
¢Es y una funcién de x? ¢Es x una funcion de y?

b)

Z |5 10 15 20 5

U|100 110 120 130 140

¢Es u una funcidon de z? ¢Es z una funcion de u?

2) Digasilas siguientes graficas representan una funcién o no, en caso de hacerlo indique
el correspondiente dominio e imagen. Justifique su respuesta.

(a) (h) (()
y 4 A

.....

LA NOTACION f(x)
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En muchas situaciones encontramos que las reglas que determinan funciones estan dadas por
una férmula (una expresion algebraica).

Por ejemplo, el perimetro de una circunferencia o el drea de un circulo estan dados,
respectivamente, por las formulas: y = 2mx e y = mx?, donde x representa al radio de Ia
circunferencia o del circulo.

Muchas veces resulta apropiado designar a la funcidn con una letra que tenga relacién con la
magnitud que se desea calcular. En los ejemplos mencionados anteriormente, suele usarse la
letra P para designar al perimetro y la letra A para el drea. Entonces expresamos la dependencia
del perimetro y del drea con el valor del radio x, como:

P(x) = 2nx
A(x) = mx?

En una situacion general, la letra mas usual para denotar una funcién cualquiera es,
naturalmente, f. Denotaremos entonces los valores de la funcién como f(x).

f(x) se lee “f de x”.

EJEMPLOS

1) Sea la funcidn f(x) = 4. Los valores permitidos de x (dominio) son x € R. Para cualquier
valor del dominio, la imagen es siempre 4, o sea que f(2) =4, f (5) = 4, f(1259) =4, etc...

2) Sea la funcidn f(x) = x, donde x € [-4, 5]. Los valores permitidos de x (dominio) son
x € [-4, 5]. Entonces f(-4) = -4, f(2) = 2, f(1) = 1, pero f(10) no esta definido ya que ese
valor no pertenece al dominio de la funcion.

3) Considere la funcion f(x) = x*. Evalde la funcionenx =10, x =a+ b, x =1 —+/3.
Solucion

e Sievaluamos la funcién en 10, tenemos:
f(10) = 10% =100

e Sievaluamos la funcién en a + b, tenemos:
f(a+b)=(a+b)?>=a®+b%+ 2ab

e Ysievaluamosen1l —+/3:

F1-V3)=(1-V3) =1-2V3+3=4-2V3
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4) Considere la funcion f(x) = ﬁy determine f(2), f(a), f (%)y

1

f(@
Solucion
1 1
f®=23173
(@=—
fla)= a+1
1y 1 1 a
f(Z) 1., 1+a a+1
a a
! ! +1
—_— =
f(a) 1
a+1
EJERCICIOS
1) Para cada una de las siguientes funciones:
a) f) =3,  calcule f(3),f (=5),f(2 + ), f(3b)
b) f(x) =3x+1,  caleule f(~2),£(0).f (3)

2)

3)

4)

Av. Renault 2520 - C.P. 5017 - Cérdoba - Argentina

2x+1

o f(x) = ——, calcule f(=1),f(5),f(t), f(4—))

x—

d) f(x) = —x, calcule f(—1),f(a—b),f(32),f(3t — 1)

Dada la funcion f(x) = x — i, calcule y simplifique:

a) f(ab), f(a)f(b), f (%)y %

b) f(@) + () f(@) + 7

Sea f(x) = 3x? — 8, calcule:

a)f(x+h)
b) f(x+h;—f(x)

El volumen V [m?] de aceite en una cisterna gue tiene una pérdida en el tiempo t [horas]
esta determinado por la expresiéon
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V(t) = 3000 — 2t — t

a) Calcule la cantidad de aceite que salié entre t; =2 horas y t, = 7 horas.
b) ¢Cudl fue la pérdida promedio por hora?

GRAFICA DE FUNCIONES

Podemos visualizar graficamente la relacion entre las variables dependiente e independiente de
una funcidn dada si utilizamos cada valor de x y su correspondiente valor de y como la abscisa y
la ordenada de un punto, respectivamente.

En otras palabras, para graficar una funcidn calcularemos y luego ubicaremos en el plano los
pares ordenados (x, f(x)) para distintos valores permitidos de x.

EJEMPLO

Consideremos la funcién f(x) = x2, calculemos los pares

(=3,7(-3),(-2,f(=2)), (-1, f(=D), (0, f(®), (L, (D), (2. f(2). B, f3) y

ubiguémoslos en el plano:

Si pudiéramos hacer este procedimiento para todos los valores del dominio obtendriamos una
curva a la que le llamaremos grafica de f.

Definicidn: El conjunto de puntos (x, y) del plano tal que y = f(X) para todo x perteneciente
al dominio de f se denomina gréfica de f.

LA RECTA COMO GRAFICA DE UNA FUNCION LINEAL
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Ecuacion de la recta:

Sabemos que por dos puntos en el plano pasa una Unica recta o, dicho de otro modo, que dos
puntos determinan una Unica recta. Para poder encontrar una ecuacién para la recta debemos
describir a la misma a partir de la propiedad geométrica que satisfacen sus puntos.

Una recta no vertical (no paralela al eje y) tiene la propiedad de que sea cual fuere el par de
puntos A = (xa, Ya) Y B = (xg, y&) que se elija, el cociente

YB —Ya
m:—
Xp — Xa

no cambia, o sea es constante. Esto puede demostrarse facilmente usando el criterio de
semejanza pero no lo haremos en este curso.

Llamamos a la constante m la pendiente de la recta.

Consideremos la funcidn lineal (x aparece elevado a la potencia 1)
f(x)=mx+>b
Su grafica estd determinada por todos los puntos (x, y) tal que y = f(x), o sea tal que
y=mx+b

Por lo tanto toda funcidén de la forma representada por la primera expresién determina la
grafica de una recta no vertical y toda recta no vertical es la grafica de una funcién de este tipo.

La pendiente m es la medida de la inclinacion de una recta, por lo tanto dos rectas paralelas
tienen la misma pendiente. Notese que una recta horizontal (y = b) tiene pendiente cero y una
recta que “sube” hacia la derecha tienen pendiente positiva mientras que una recta que “cae”
hacia la derecha tiene pendiente negativa. El concepto de pendiente de una recta vertical no
tiene sentido puesto que implicaria la division por cero. Por lo tanto, la pendiente de una recta
vertical queda sin definir, en este caso la ecuacion de la recta serd x = a.

Observe que la ecuacién de la recta horizontal dada por y = 3 corresponde a la funcién f(x) = 3
pero que la ecuacidn de la recta vertical dada por x = 3 no corresponde a ninguna funcién.

53

Av. Renault 2520 - C.P. 5017 - Cérdoba - Argentina \‘

Tel./Fax (++54 351) 426-8133 - www.itr.edu.ar — terciario@itr.edu.ar /
RENAULT



FUNDACION Cursillo de Ingreso Matematica

INSTITUTO DE FORMACION SUPERIOR Profesor: Pablo Solis
CORDOBA - ARGENTINA Revisién: Miryam Ruiz
EJEMPLOS

1) Los pares (x, y) que satisfacen la ecuacién y = 2x + 1 se encuentran sobre una recta.
Dibuje esta recta en el plano.

Solucion:

Para dibujar la recta basta dibujar dos puntos por los que ésta pasa y unirlos mediante una linea
recta. Si elegimos x = 0 vemos directamente de la ecuacidn que

y=2x0+1=1

y si colocamos y = 0 deducimos rapidamente que

1
0=2x+1, = x=-3

La recta determinada por los puntos (0, 1) y (-1/2, 0) se muestran en la siguiente figura:

2) Los puntos A= (1, 2)yB=(4, 1) determinan una recta, encuentre su ecuacion.

Solucién:
Por lo dicho anteriormente sabemos que la ecuacion de la recta es
y=mx+b

Para encontrar la ecuacion de la recta que pasa por Ay B determinaremos primero su

pendiente:
1-2 -1
mEiT1T3
Entonces tenemos que
-1
y= X +b

Para determinar el calor de b usaremos el hecho de que la recta pasa por el punto A (o el punto
B). O sea que, por ejemplo, reemplazando en la ecuacién anterior a (x, y) por (1, 2)
obtendremos

1=2%40
3
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De aqui obtenemos que b =7/3

EJERCICIOS

1) Determine las ecuaciones de las rectas que pasan por los puntos
a)(2,1)y(1,2)
b) (-1, 1)y (0, 2)

2) Encuentre la ecuacion de la recta
a)y=mx+1 que pasa por el punto (1, 0)
b) y = 3x + b que pasa por el punto (1, 4)

3) Dibuje las rectas determinadas por los siguientes pares de ecuaciones y decida si las
mismas son paralelas o no. En este Ultimo caso encuentre el punto en que se cortan
a)y=2x+2, y=2x-5/2
b)y=2, x=5
c)y=-2x+3, y=x—-3

4) Dibuje en un mismo grafico las siguientes funciones:

a) h(x)=x-3 y gx)=2x
b) I(x) = 3x y f(x)=5

FUNCION CUADRATICA

Una funcién cuadratica es aquella que puede escribirse de la forma:

f(x) =ax?>+bx+c

aw_n

Donde a, b y c son numeros reales cualesquiera y “a” es distinto de cero. El nimero a se
denomina coeficiente de 22 grado, el nUmero b se denomina coeficiente lineal y el nimero c se
denomina coeficiente o término independiente o también ordenada al origen.

Si representamos todos los puntos de una funcion cuadratica sobre el eje de coordenadas
obtenemos siempre una curva llamada parabola.
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Como ejemplo, estas son dos graficas de parabolas sencillas:

y:xz y=—X

Obtencidon del vértice de una parabola:

El vértice de una pardbola esta situado en el eje de ésta y, por lo tanto, su abscisa serd el punto
medio de las abscisas de dos puntos de la pardbola que sean simétricos.
Como toda funcidén cuadratica pasa por el punto (0, c) y el simétrico de éste tiene de abscisa x =

_— , -b .
-b/a, la del vértice serd x,, = >0 La ordenada Yv se calcula sustituyendo el valor de Xv en la

ecuacion de la funcion.

Interseccion de la pardbola con los ejes:

¢ Interseccion con el eje Y: Como todos los puntos de este eje tienen la abscisa x =0, el
punto de corte de la parabola con el eje Y tendra de coordenadas (0, c). Esto quiere
decir que el corte de la grafica con el eje Y es directamente el punto con valor igual al
coeficiente c.

e Interseccion con el eje X: Como todos los puntos del eje X tienen la ordenada y =0, para
ver estos puntos de corte se resuelve la ecuacién de segundo grado ax? + bx + ¢ = 0.
Recordemos que esta ecuacion se resuelve con la féormula ya conocida:

—-b+Vb2—-4ac
Y12 =
Dependiendo del valor del discriminante D (b? — 4ac), se pueden presentar tres
situaciones distintas:
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1) D >0, la ecuacion tiene dos soluciones reales y distintas y la pardbola corta al eje

X en dos puntos.
2) D=0, la ecuacidn tiene una solucién real y, por lo tanto, la parabola corta al eje

X en un solo punto.
3) D <0, laecuacidn no tiene soluciones reales y la paradbola no cortara al eje X.

Calculo de puntos de la parabola:

Se puede hallar los puntos de la parabola que sean necesarios simplemente sustituyendo en la
ecuacioén de la funcion cuadratica, la variable x por aquellos valores que queramos.

EJEMPLO

Grafique la siguiente funcién cuadratica:
y=—-x2-2x+3

Solucién:

Lo primero que debemos hacer es identificar los coeficientes de la funcidn

a=-1
b=-2
c=3

Ahora que tenemos el valor de los coeficientes se puede obtener el valor de las raices de la
funcioén (corte de la parabola con el eje X):

—b +Vb? — 4ac
2a
_—(-2)+(-2)? -4 x (1) x3

Y12 = 2% (1)
2+V4+ 12

-2
2+/16

-2

2+4

X1,2 =

X122 =

X12 =

X12 =

A continuacion se encuentra el valor de X,:
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b —(=2) _ 2

X, =——=——-= —=
V' 2a 2Xx (-1 -2

-1

Reemplazando en la funcién original la variable X por el valor de X, obtenemos el valor de Y,:

y=—-x*—2x+3
yp=—(-1)?-2x(-1)+3=-1+2+3=4

El valor donde la gréfica corta al eje Y es el mismo que el coeficiente ¢ por lo tanto:
Yo =3
Por ultimo, como la funcidn es simétrica sabemos que a la misma distancia del eje de simetria

se halla el otro valor de x con y = 3 (se puede determinar el valor de x mediante una expresién
matematica muy sencilla), con lo cual determinamos:

x=-2 y=13
En resumen encontramos los siguientes puntos notables que nos permiten graficar:
e Raiz(1,0) (1)
e Raiz(-3,0) ()
o Vértice (-1, 4) (In)
e Ordenada al origen (0, 3) (IV)
e Simétrico del término independiente (-2, 3) (V)

Ahora se puede graficar con todos estos datos:

EJERCICIOS

1) Representa las funciones cuadraticas:
a)y=-x?+4x-3
b)y =x*+2x+1
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dy=x*+x+1

2) Halla el vértice de las siguientes parabolas:
a)y=(x—-1)2+1
b)y=3(x—-1)?%+1
oy=2(x+1)2?-3
dy=3x+12x-5

3) Indica sin dibujar, en cuantos puntos cortan al eje X las siguientes parabolas:
a)y=x%—-5x+3
b)y = 2x? —5x + 4
y=x*-2x+4
dy=-—x>—x+3

4) Una funcién cuadrética tiene una expresion de la forma y = x2 + ax + a y pasa por el
punto (1, 9). Calcula el valor de a.

5) Una pardbola tiene su vértice en el punto (1, 1) y pasa por el punto (0, 2). Halla su
ecuacion.

6) Partiendo de la grafica de la funcién f(x) = x?, representa:

a)y=x%2+3
b)y =x%2—1
o)y = (x—4)?
d)y = (x + 3)?

e)y=(x—-1)2+3
fly=(x+2)?-2
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EXPRESIONES ALGEBRAICAS

CUADRADO Y CUBO DE UN BINOMIO

Una expresion con dos sumandos, a + b, se denomina binomio.

- El cuadrado de un binomio es

(a + b)? = a? + 2ab + b?

Ya que
(a+b)2=(a+b)(a+b)=ala+b)+b(a+b)=a?+ab+ba+b?=a?+2ab + b?

- El cubo de un binomio es

(a +b)3 = a® +3a?b + 3ab? + b3

Puesto que

(a+b)2=(a+b)*(a+b)=ala+b)?+b(a+b)?=a(a?+ 2ab + b?) + b(a? + 2ab +
b?) = a® + 3a%b + 3ab? + b3

PRODUCTO DE LA SUMA POR LA DIFERENCIA

El producto de la suma por la diferencia de dos numeros se puede expresar como la diferencia
de dos cuadrados, o sea

(a+b)(a—b) =a?—b?
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Ya que

(a+b)(a—b) =ala—b)—b(a—>b) =a?—ab+ ba— b? =a?—b?

EJERCICIOS

Simplifique las siguientes expresiones

1) @-D*+@+1?-2p?

2) p+lp—-9)—@—9)?

3) (r+s)2—(r—-s)?

4) 3(t—3)2—=2(t—1)*>+2(t+1)>—-3(t +3)?
5) (t—3)3—(t+3)3

CASOS DE FACTOREO

FACTOR COMUN

Procedimiento:

1° Paso: Buscamos el factor comin (que debe ser el mayor posible)

2° Paso: Se expresa el polinomio dado como el producto del factor comun por el polinomio que
resulta de dividir el polinomio dado por el factor comun.

EJEMPLO
25a°+10a’°-15a* =5a%*(5a+2-3a%)

FACTOR COMUN POR GRUPOS

Se aplica en polinomios que no tienen factor comun en todos sus términos.

Procedimiento

1° Paso: Se forman grupos de igual cantidad de términos que tengan factor comun, se sustrae
dicho factor comun en cada uno de los grupos.

2° Paso: Debe quedar un paréntesis comun.
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3° Paso: Se extrae dicho paréntesis como factor comun.

EJEMPLO
3a’-3b%+ca’—cb’=(3a’-3b%) + (ca’—cb?)=3(a’—b?) +c(a’-b?) =

(3+c)(a®-b?)

TRINOMIO CUADRADO PERFECTO

Recuerdo: “Cuadrado de un Binomio”

Procedimiento:

1°Paso: Se reconocen los cuadrados perfectos, los cuales no deben tener un signo negativo
adelante.

Y calculo sus raices cuadradas, dichas raices serdan las bases.

2° Paso: Luego calculo el doble producto de sus bases; y luego nos fijamos si se verifica que el
doble producto figura en el trinomio dado,

3° Paso: Si el doble producto figura en el trinomio dado, entonces decimos que es un Trinomio
Cuadrado Perfecto; y luego lo factorizo como el cuadrado de un binomio, formado por dichas
bases.

OBSERVACIONES MUY IMPORTANTES:

e Sieldoble producto que figura en el “Trinomio dado” es positivo, entonces las bases del
Cuadrado del Binomio tendran las dos el mismo signo.

e Siel doble producto que figura en el “Trinomio dado” es negativo, entonces las bases
del Cuadrado del Binomio tendran signos opuestos.

EJEMPLO
a’?+6a+9=a?+2.3a+3%=(a+ 3)?
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CUATRINOMIO CUBO PERFECTO

Recuerdo: “Cubo de un Binomio”

Procedimiento:

1°Paso: Se reconocen los cubos perfectos
Y calculo sus raices cubicas, dichas raices seran las bases.
2° Paso:
Luego calculo:
e Eltriple producto del cuadrado de la primera base por la segunda
e Eltriple producto de la primera base por el cuadrado de la segunda
Luego nos fijamos si estos cdlculos figuran en el cuatrinomio dado,

3° Paso: Si estos calculos figuran en el trinomio dado, entonces decimos que es un Cuatrinomio
Cubo Perfecto; y luego lo factorizo como el cubo de un binomio, formado por dichas bases.

OBSERVACION MUY IMPORTANTE:

Las bases que figuran en el Cubo del Binomio, van a conservar su signo.

EJEMPLO
8a’+ 12a’b + 6ab’+ b>=(2a+b)’

DIFERENCIA DE CUADRADOS

Recuerdo: Producto de Binomios Conjugados

Procedimiento:

1° Paso: Debo identificar la resta (debe haber un solo signo negativo) y luego los cuadrados
perfectos.

2° Paso: Calculo las bases de los cuadrados perfectos (haciendo la raiz cuadrada de cada uno)

3° Paso: Transformo la diferencia de cuadrados en un producto de binomios conjugados,
formado por dichas bases.

EJEMPLO
36a’—25b*=(6a+5b).(6a-5b)
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REGLA DE RUFFINI

En algunos casos es conveniente factorizar los polinomios mediante divisiones sintéticas (regla

de Ruffini). Esta regla se aplica en polinomios cuyos factores son de la forma (x  a)

Esta regla nos dice que “un polinomio tiene por factor (x + a) si al reemplazar el valor x por “a”
en el polinomio, el resultado es cero. El valor de “a” de los posibles factores de la expresién, es

un divisor del término independiente del polinomio”.
Resolver por la regla de Ruffini la division:
(x*=3x?2+2): (x—23)

1) Si el polinomio no es completo, lo completamos afiadiendo los términos que faltan con
ceros.

2) Colocamos los coeficientes del dividendo en una linea

3) Abajo a la izquierda colocamos el opuesto del término independiente del divisor.

4) Trazamos una rayay bajamos el primer coeficiente.

1 0 -3 0 Z

3
1
5) Multiplicamos ese coeficiente por el divisor y lo colocamos debajo del siguiente termino
1 O -3 O Z
3 3
1
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6) Sumamos los dos coeficientes

1 0 -3 0 Z
3 E:
1 3

7) Repetimos el proceso anterior

1 0 -3 o 2

3
1 3
Volvemos a repetir el proceso
1 0] -3 0] 2
3 3 9 15
1 3 8] 15
Volvemos a repetir
1 ] -3 8] 2
3 3 9 18 54
1 3 5] 15 |26
8) El ultimo numero obtenido, 56, es el resto
9) El cociente es un polinomio de grado inferior en una unidad al dividendo y cuyos
coeficientes son los que hemos obtenido.
x3+3x%+6x+ 18
EJERCICIOS

Factoriza aplicando la regla de Ruffini
1) a’+6a’+12a+8
2) a*-13a%+36
3) a*-5a’+4

4) m*+m?-13m-28
65
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5) x>-3x-2

6) m>-4m’+m+6
7) y+12y+6y°+8

8) X*+2x*-6-5x

RACIONALIZACION DE DENOMINADORES

Cuando tenemos fracciones con radicales en el denominador conviene obtener fracciones
equivalentes pero que no tengan radicales en el denominador. A este proceso es a lo que se
[lama racionalizacion de radicales de los denominadores.

Segun el tipo de radical o la forma de la expresidon que aparece en el denominador, el proceso
es diferente.

Se pueden dar varios casos:

1. Siel denominador contiene un solo término formado por una sola raiz cuadrada. En
este caso basta multiplicar numerador y denominador por la misma raiz cuadrada.

Por ejemplo, si queremos racionalizar el denominador de la fraccion —, multiplicaremos

V2

numerador y denominador por V2

5 52 52 52

2 ez JF 2

0] jemplo. Racionali 2V3
tro ejemplo. Racionalizar ——
V18

Si antes de racionalizar extraemos los factores que se puedan en el radical del denominador,
tenemos:
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23 23 23
18 23 32

Ahora basta multiplicar numerador y denominador por v/2 para eliminar la raiz del
denominador:

23 2342 26 b
32 322 32 3

También se puede directamente multiplicar numerador y denominador por v18

23 24318 254 54
Jis (issis 18 9

Y ahora extraemos factores de la raiz del numerador y simplificamos.

5 2% 373 \6

9 9 9 3 , como vemos da el mismo resultado.

2. Siel denominador de la fraccion contiene dos términos en uno de los cuales o en los
dos hay una raiz cuadrada, se multiplica numerador y denominador por el conjugado
del denominador. O sea si es una suma se multiplica por la resta, y viceversa.

7
Por ejemplo m, multiplicamos numerador y denominador por V5 + /3

1 75+
- (B[ +B)

En el denominador siempre va a aparecer un producto de una suma por una diferencia, o sea
una expresion del tipo (a + b)(a — b) = a?® — b?

7 7(V5+vB)  7(VB+yB)  7(VB+B) 7(VB+4B)

BB (V5-\B)(\5+3) (5] -(3) 53 2
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2
Otro ejemplo: 317 ahora multiplicamos numerador y denominador por 3 — V7

2 23V7) _234T) (347
3447 (3+\ﬁ)(3—«ﬁ) 9-7 2

—3-7

3. Si el denominador sélo tiene un término con una raiz de indice cualquiera, n, se
multiplica numerador y denominador por otra raiz de indice n que complete una
potencia de exponente n.

1
Por ejemplo: 3—=
JEMPI* 328
Factorizamos el radicando del denominador: 3— = 37—, y como —¥,vamos a
V25 V52

3
multiplicar numerador y denominador por \/g para completar la potencia de 5

I I

J_JS_Z«/S_ZI J5°

2
Otro ejemplo: %
Para que se elimine la raiz cuarta, la potencia tiene que estar elevada a 4, luego basta
multiplicar por V2’
2 232° 24 2° 2x/23 \/—
2 42402 ¢ 2

Otro ejemplo mas

Racionalizar el denominador de la fraccion:

IXx+1-+/x-1
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Multiplicamos numerador y denominador por

X(xr 1+ 1) X(Vx+1+x-1)

(«/x +1—\/x—1)(\/x+1+«/x—1) («/x +1)2 —(«/”x—l)2

x( X+1+ x—l) x( X+1+ x—l) x( X+1+ x—l)

( X+1+ x—l)

(x+1)—(x-1)  Xx+1-x+1 2

Por tanto podemos escribir que

X x(«/x+1+«/x—1)
IXx+1-+/x-1 B 2
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TRIGONOMETRIA

ANGULOS

e Clasificacion de los angulos

Agudo < 90° Recto = 90° Obtuso>90°

180° Cdéncavo > 270°

P

Convexo < 180° Llano

Nulo = 02 Completo = 360°
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./..
Negativo < 0¢ Mayor de 360°

e Angulos Complementarios

Si dos angulos son tales que su suma es un angulo recto se dice que son complementarios. Por
ejemplo, sia =322y =589, entonces a y 3 son complementarios.

e Angulos suplementarios

Si dos angulos son tales que su suma es un angulo llano se dice que son suplementarios. Por
ejemplo, sia =322y 3 = 1489, entonces a y B son suplementarios.

e Bisectriz

Se denomina bisectriz a la semirrecta que divide un angulo en dos angulos iguales.
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e Angulos opuestos por el vértice

Los angulos 1y 3 de la figura son opuestos por el vértice al igual que los dngulos 2 y 4.

Teorema: Los angulos opuestos por el vértice son iguales

e Angulos correspondientes y alternos

Considere dos rectas intersectadas por una tercera, llamada transversal, como se muestra en

las figuras. Los pares de dngulos marcados en la misma se denominan correspondientes,

alternos internos y alternos externos, respectivamente.

Angulos correspondientes

", 1
., P
" ‘_’__,_ﬁ-'
T
‘_.‘_,_.-—""F . =2
e ",
. —— —
e,
ﬁ_,_,f-"""ﬁ M,
..—._—f-”ﬁ Hx
e e,
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Angulos alternos internos

Teorema:

e Los angulos correspondientes entre paralelas son iguales.
e Los angulos alternos internos entre paralelas son iguales.
e Los angulos alternos externos entre paralelas son iguales.

La suma de los angulos es otro angulo cuya amplitud es la suma de las amplitudes de los dos
angulos iniciales.
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Y
a 8
+
a+f=y

e Diferencia de angulos

La diferencia de los dngulos es otro angulo cuya amplitud es la diferencia entre la amplitud del

angulo mayor y la del angulo menor.

Y

a-B=y
e Producto de un nimero por un angulo

El producto de un nimero por un angulo es otro cuya amplitud es la suma de tantos angulos

iguales al dado como indique el numero.

3a

SISTEMA DE MEDICION

Un angulo en la region del plano comprendida entre dos semirrectas con origen comun. A las

semirrectas se las llama lados y al origen comun vértice

El angulo es positivo si se desplaza en sentido contrario al movimiento de las agujas del reloj

y negativo en caso contrario.
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Para medir angulos se utilizan las siguientes unidades:
1- Grado sexagesimal (2)

Si se divide la circunferencia en 360 partes iguales, el angulo central correspondiente a cada

una de sus partes es un angulo de un grado (12) sexagesimal.

Un grado tiene 60 minutos (‘) y un minuto tiene 60 segundos (“)
2- Radian (rad)

Es la medida de un angulo cuyo arco mide un radio.

2n rad = 3602
T rad = 1802
rad = 57,32

TRIANGULOS

Es un poligono de tres lados

PROPIEDADES DE LOS TRIANGULOS

1) Un lado de un tridngulo es menor que la suma de los otros dos y mayor que su
diferencia

2) Lasuma de los dngulos interiores de un tridngulo es igual a 1809.

3) Elvalor de un dngulo exterior es igual a la suma de los dos interiores no adyacentes.

CLASIFICACION DE TRIANGULOS

- Segun sus lados

Tridangulo Equilatero Triangulo isdsceles Triangulo Escaleno
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Tres lados iguales Dos lados iguales Tres lados desiguales

- Segun sus angulos

Tridngulo acutangulo Triangulo rectangulo Triangulo obtusangulo

Tres angulos agudos Un angulo recto Un angulo obtuso

El lado mayor es la
hipotenusa

Los lados menores son los
catetos

TEOREMA DE PITAGORAS

En un tridangulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de

los catetos.

a? = b* + ¢

C

APLICACIONES DEL TEOREMA DE PITAGORAS

e Conociendo los dos catetos calcular la hipotenusa

a?=b*+c*> = a=+b2+c2
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EJEMPLO

Los catetos de un tridngulo rectdangulo miden 3m y 4m respectivamente. ¢ Cuanto mide la

hipotenusa?

w g

im

a?=324+4> = a=+324+42=5m

e Conociendo la hipotenusa y un cateto, calcular el otro cateto

c=+a%—b?

EJEMPLO

La hipotenusa de un tridngulo rectangulo mide 5m y uno de sus catetos 3m. ¢ Cuanto mide el

otro cateto?

52=324¢c2 = (=+52-32=4m

e Conociendo sus lados, averiguar si es rectangulo

Para que sea rectangulo el cuadrado del lado mayor ha de ser igual a la suma de los cuadrados

de los dos menores

77

Av. Renault 2520 - C.P. 5017 - Cérdoba - Argentina @\

Tel./Fax (++54 351) 426-8133 - www.itr.edu.ar — terciario@itr.edu.ar /
RENAULT



FUNDACION Cursillo de Ingreso Matematica

INSTITUTO DE FORMACION SUPERIOR Profesor: Pablo Solis
CORDOBA - ARGENTINA Revisién: Miryam Ruiz
EJEMPLO

Determinar si el tridngulo es rectangulo

> %
3

im
5% = 3% + 47
25 =25

e Diagonal del cuadrado

2=P2+12 = d=Jl2+12=y22=12

e Diagonal del rectangulo

b
d>=b>+h*> = d=+b2+h?

e Altura del triangulo equilatero
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h |
r
2
NG 12
[?2 = h? (—) =h®4+—
+ 2 + 4
12 312 /3
h= |?——= |—=—1
4 4 2

C
a
b
B . A
Seno

Seno del angulo B: es la razén entre el cateto opuesto al angulo y la hipotenusa.

Se denota por sen B.

) cateto opuesto b
sinB = - =—
hipotenusa a

Coseno

Coseno del dngulo B: es la razén entre el cateto adyacente al dngulo y la hipotenusa.

Se denota por cos B.
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cateto adyacente c
cosB = - =—
hipotenusa a

Tangente

Tangente del dngulo B: es la razén entre el cateto opuesto al angulo y el cateto adyacente al
angulo.

Se denota por tan B.

sin B cateto opuesto b
tanB = = = -
cos B cateto adyacente ¢

Cosecante

Cosecante del angulo B: es la razdn inversa del seno de B.

Se denota por cosec B.

1 hipotenusa

a
cosecB = — = =—
sinB cateto opuesto b

Secante

Secante del angulo B: es la razdn inversa del coseno de B.

Se denota por sec B.

1 hipotenusa a

secB = = =
cosB cateto adyacente ¢

Cotangente

Cotangente del angulo B: es la razén inversa de la tangente de B.

Se denota por cotg B.

1 cosB cateto adyacente ¢

cotgB = = =
& tanB sinB cateto opuesto b
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CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA

Se llama circunferencia trigonométrica a aquela que tiene su centro en el origen de
coordenadas y su radio es la unidad. En la circunferencia trigonométrica los ejes de
coordenadas delimitan cuatro cuadrantes que se numeran en sentido contrario a las agujas del

reloj.

QOP y TOS son triangulos semejantes.
QOP y T'OS’ son tridngulos semejantes.
El seno es la ordenada

El coseno es la abscisa

—1<sina<1
—1<cosa<l1

%, . #ff
PQ PQ op 0SS 0S
i = == P = —_—= = —_—= !
sina oP " Q coseca pQ = OT " 0S
_o0_, _0P_05_05
cosa—OP— Q Seca_OQ_OT_r_
PQ ST ST 0Q ST ST
ana 00 0T 7 cotga PO~ OT " ST
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SIGNO DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS

sen + Sen +

cos - cos +

sen - sen - /
cOS = 7

Angulo a: 02 902 1802 2702
sen 0 1 0 -1
Cos 1 0 -1 0
tag 0 - oo 0 - -0

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS NOTABLES

Angulo a: 02 302 452 602 902 180¢ 2702
sen 0 1 V2 V3 1 0 1
2 2 2
Cos 1 V3 V2 1 0 -1 0
2 2 2
tag 0 V3 1 V3 - oo 0 > -o0
3

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS FUNDAMENTALES

(sina)? + (cosa)?> =1
(seca)? =1+ (tana)?

(coseca)? =1 + (cotga)?
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EJEMPLO

Sabiendo que sen a = 3/5, y que 902 < a < 180¢. Calcular las restantes razones trigonométricas

del angulo a.

5

coseca = —

3

5

seca = ——

cosa = — 4

cotga = —=

TEOREMA DEL SENO

Cada lado de un tridngulo es directamente proporcional al seno del angulo opuesto.

a

b

c

sin4A sinB sinC

2R

TEOREMA DEL COSENO

En un tridngulo el cuadrado de cada lado es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos
menos el doble producto del producto de ambos por el coseno del dngulo que forman.
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a® = b? 4 c?> —2bccos A

RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

Resolver un tridngulo es hallar sus lados, angulos y drea. Es necesario conocer dos lados del
triangulo, o bien sun lado y un dngulo distinto del recto.

e Se conocen la hipotenusa y un cateto.

c
a
b
B c A
B:sinB=— B =sin"1—
C=90°-B
c =+a?— b?
e Se conocen los dos catetos
B
b
B: tanB = — B = tan 1;
C=90°-B
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e Se conocen la hipotenusa y un angulo agudo.

C

b
b: sinBza b=a.sinB

c = +a?—b?

e Se conocen un cateto y un angulo agudo.

C
b
B A
Cc=90°2-B
_B_b _ b
@ sin T a a_sinB
c =+a?— b?
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RESOLUCION DE TRIANGULOS OBTUSANGULOS

1) Resolver un tridangulo conociendo un lado y dos angulos adyacentes a él

A=1802-B—-C

a b sin B
- = — = b=a.—
sin4 sinB sin 4
a c sinC
- = — = c=a.—
sind4 sinC sin4

c=\/a2+b2—2abcosC

b c B csinB
= = =
sinB sinB St b

A=1802-B—-C
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3) Resolver un tridngulo conociendo los 3 lados

A

b? 4+ c? —a?
2bc
a’®+c? —b?

2ac

CosA =

cosB =

C=1802—-A-B
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CUADERNILLO DE EJERCICIOS ANO 2012- MATEMATICA

Marca la opcién correcta:

1)

4)

Av. Renault 2520 - C.P. 5017 - Cérdoba - Argentina

Las propiedades basicas estudiadas en la escuela secundaria son suficientes para afirmar que:

5
a) W:XZ
1
b) Vx=x2
) (X+5)7°=x"+25

d x*+x=x*
e) X+X=x?

Se puede medir la amplitud de los dngulos usando distintos sistemas; el sexagesimal y el radial son

los mas utilizados; segun lo que sabes respecto a esto:

a) Z—=60°

6
b) 132,5°=132°5
c) E.;r = 225°

4

Vs
d) Elsuplemento de un angulo de E es 609

e) Unangulo de 1 radian mide aproximadamente 3602
La Unica afirmacion verdadera de las que siguen es:

cateto opuesto

a) senx=

cateto adyacente
__ cateto adyacente

hipotenusa

c) sena+cos® B=1
d) 2.seng=sen(2p)
e) cosa=17

b) cosx

. X+2y=3x-2
Dado el siguiente sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas , podemos

2X—-3y=2y+3

afirmar que:

7\
\
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a) Tiene infinitas soluciones.

b) Esincompatible.

c) Lasoluciénesx=-3ey=-4

d) La unica solucion del sistema es (1; 0)
e) Lasolucidones(2/3;-1/3)

Cursillo de Ingreso Matematica

Profesor: Pablo Solis
Revisién: Miryam Ruiz

5) Dada lafuncién f(x) =—2x+ 3, de su analisis se deduce que:

a) Eldominio es el conjunto formado por los nimeros reales positivos.

b) Es una funcién creciente.

c¢) Lapendiente es negativa.

d) Corta al eje vertical eny=-2

e) Interseca al eje horizontal en x=-2.

6) La funcién cuadrética f(X) = 3x* 42X —8 tiene como grafica una parabola. La tnica aseveracién

correcta respecto a la gréfica de f(X) es:

a) No tiene raices.
b) Corta al eje horizontal en -8

c) Elvértice de la parabola esta en el segundo cuadrante.

d) Lasramas de la pardbola son hacia arriba.

e) La gréfica muestra que es una funcién estrictamente creciente.

7) El cociente de la siguiente division de polinomios (2X* + X—6) : (X+2) es:

a) X+6
b) 2x*-3
c) 2x-3

d) No es posible realizar la operacion.
e) Las opciones anteriores son falsas.

8) Eldesarrollo de la expresion (2x* —4)? es:

a) 4x*-16
b) 4x*-16
c) 4x*+16

d) 4x*+16—8x?
e) 4x*—16x*+16

9) Segun tus conocimientos respectos a las propiedades de la potenciacién, la igualdad verdadera es:

5 3
e
b

b) m?+md=m®
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) 223°=6°
-2
d) (1 + Ej =a+b
a b

5 2
m>.m 6
e) =m
3
m

10) Desde un faro se observa una nave en el mar bajo un angulo de depresion de 30°; éa qué distancia
horizontal del faro se halla la nave sabiendo que el punto de observacion esta situado a 90m de
altura sobre el nivel del mar?

a) 155,88m

b) 77,94m

c) 45m

d) 51,96m

e) Ninguna de las anteriores

11) El bronce es una aleacidn de cobre y estafio en una proporcion de 3 a 5. ¢ Qué cantidad de cobre y
estano se necesitan para obtener 20 kg de bronce?

a) 3 kgdecobrey5 kg de estafio

b) 12 kg de cobrey 7 kg de estafio

c) 3 kgdecobrey 17 kg de estafio

d) 7,5 kg de cobrey 12,5 kg de estafio
e) Ninguna de las anteriores

12) La longitud de la altura correspondiente a la base de un triangulo isdsceles , sabiendo que la
longitud de cada lado congruente es de 25 cm y la longitud de la base es 5cm mayor que aquellos,
es:

a) Faltan datos para determinarlo
b) 16,58 cm

c) 24,49 cm

d) 10cm

e) 20cm

13) Dos lados consecutivos de un triangulo escaleno de 20cm y 30cm de longitud forman un angulo de

amplitud 40° ; aplicando tus conocimientos respecto a trigonometria, es posible de terminar,
aproximadamente, la longitud del lado restante:

a) 36,06cm

b) 19,51cm

c) 47,11cm

d) 45,83cm

e) Faltan datos para determinarlo
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14) Una escalera de 4m de longitud estd apoyada en una pared, de modo que el pie de la escalera dista
2m de la pared; entonces, el dngulo que ésta forma con el piso es de:

Q
—

=

(@]
—

o

°

oY BN Ky w]N

dm-2
15) El valor de la incognita “m” de la siguiente expresion 2 —3?=425-16 —2m, es:

a)
b)
c)
d)
e)

2
-4/3
14/3
7/2

25/6

16) Laimagen de X =1+ 2 mediante la funcién f(X) =3x—5, es la expresion:

a)
b)
c)
d)
e)

17) En un triangulo rectangulo, la base mide 0,03 hm vy la altura la supera en 10 dm; entonces:

a)
b)
c)
d)
e)

18) El nimero

a)

b)

c)

d)

3t-3
3t+6
3t+1
3t-9

Las opciones anteriores son todas falsas

El drea es 0,3 dm?

El perimetro es aproximadamente 20 dm
El perimetroes 12 m

El area del tridngulo es 6m

Las dos respuestas anteriores son verdaderas

es equivalente a:

4
2+4/3
2
2++/3

2
V3
2
1+J§
43
243 +3
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e) 8— 443

Segun las propiedades de las operaciones fundamentales con nimeros reales:

a a a

a) —=—+—

b+c b ¢
b) abt=2
b

o —(-a)°’=a’
d) a®-b*>=(a+b).(a+b)
e) Las opciones anteriores son falsas

¢Cual es el numero positivo tal que multiplicado por su mitad es igual al doble de ese mismo
ndimero mas 67

a) seis
b) cuatro
c) dos
d) uno

e) No es posible determinarlo

En un tridngulo rectangulo, la base mide 0,03 hm y la altura la supera en 10 dm; entonces:
a) Eldreaes0,3dm?

b) El perimetro es aproximadamente 20 dm

c) Elperimetroes12m

d) Elarea del triangulo es 6m

e) Las dos respuestas anteriores son verdaderas

22) El 20 de febrero, se presentaron los aspirantes a ingresar a la carrera de Técnico Superior en

Motores. Los preceptores los distribuyeron de la siguiente manera: el 30% en el aula 1, el 20% en el
aula 2, el 25% en el aula 3 y los 60 alumnos restantes en un aula del ala del terciario. Entonces:

a) Enelaulal se distribuyeron 18 examenes.

b) Eltotal de alumnos que se presentaron a rendir el examen de ingreso es 240

c¢) Enelaula2rindieron 72 alumnos

d) Se presentaron a rendir 135 alumnos en total

e) No es posible realizar las afirmaciones anteriores, pues faltan datos en el enunciado del
problema.

23) Un poste se quiebra. La parte superior se inclina formando con la parte inferior un dangulo de 709. El

extremo superior toca el piso a una distancia de 1,3 m del pie del poste. La altura del poste es:
a) 0,47 m

92
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b) 1,38 m
c¢) 1,85 m
d) 4,79m

e) Los datos no son suficientes para determinarlo.

24) En un partido de futbol se cobra penal. El jugador encargado de ejecutarlo ubica la pelota a 9,15 m
del arco, equidistante de ambos palos. El jugador patea, sin comba, al ras del piso, a 232 a la derecha
de la linea perpendicular al arco. La longitud minima del arco para convertir el gol es:

a) 7,15m
b) 8,42m
c) 3,88m
d) 7,77m
e) 5,27 m

3
2 2Y 2
25) La expresion (53.p 3] esiguala:

2
3

a) (5p)
b) 1

c) 5/p
d) p/5
e) Lasrespuestas anteriores son falsas

26) El valor exacto de el area de un tridangulo equilatero cuyos lados miden 2\/§ cm, es:
a) 12cm?

b) 3+/3 cm?

c) 64/3 cm?
d) 6cm?
e) 8+/3 cm?

27) Un fabricante produce dos modelos de filtros industriales Ay B. La demanda del mercado indica que
pueden ser vendidos 40% mas de filtros A que del B. Si la produccidn total asciende a 1200 filtros
por semestre, écuantos filtros de tipo A y cudntos del B deberia fabricar para ajustarse a las
demandas del mercado?

a) 800y 400

b) 700y 500

c) 1000y 200

d) 342,9y857,1

e) Las respuestas anteriores no son verdaderas
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28) En un tridngulo rectangulo, un cateto mide 7cm mas que el otro, y la hipotenusa, el doble del cateto
menor aumentado en 3 unidades. Entonces:
a) El perimetro del triangulo es 60 cm
b) El area del tridngulo es 60 cm
c) Elcoseno del dngulo agudo menor es 0,38 cm
d) Latangente del dngulo agudo mayor es 2,4
e) Lasrespuestas anteriores son falsas

29) Una empresa local pretende repartir, de sus utilidades, la cantidad de $20000 entre las tres
gerencias, pero de forma tal que la gerencia de compras reciba $1000 mds que la gerencia de ventas
y ésta ultima $2000 més que la tercera. Entonces, las cantidades recibidas por cada agencia son:
a) $5000, S6000 y $8000
b) $8000, $9000y $11000
c) $4000, $3500y $5000
d) $8000, $7000 y $5000.
e) Las opciones anteriores son falsas

30) El valor que debe tomar la incognita “y” para que la igualdad (y+2)2 —(y—2)2 =10y -2 se
verdadera:
a) 0
b) 2
c) -2
d 1
e) Las opciones anteriores son falsas.

RESPUESTAS:
1) b

™ ® O O 60 O T O

10) a
11) d
12) e
13) b
14) a
15) e
16) c
17) c
18) e
19) b
20) a
21) c
22) b
94
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23) c
24) d
25) d
26) b
27) b
28) d
29) d
30)d
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